
２０２３年度　東京大学　数学（理）
(;&(//1(7な高校生のための入試問題解説

　東京大学の入試問題を実際にその場で解くことを想定

して解説する。通常の解説本と何が違うかと言えば、解

法を見つけ出すまで、かなりの試行錯誤を繰り返すと思

うが、その解答に至るまでの思考の過程を中心に解説す

る。さらに、3\WKRQシリーズとしての本なので、プロ

グラムで解析が出来る箇所はプログラミングを試みる。

　難関大学の入試問題を解くとき、現役時代ならまるで

神の啓示でもあったかのように解き方が見えてきたが、

年齢を重ねるにつれてそのようなことはなくなってしま

った。さらに６題を続けて考えきる知力�体力もなくなっ

た。有名な解説本は、そのような啓示と知力�体力を持っ

ている人が書いていると思われる。しかし、この解法は

その場で思い付かないよな、というものも多く見受けら

れる。寧ろ、普通の人である著者の解説本の方が分かり

やすいのではないか、と自画自賛しながら書いている。

　この式を見て、�まず最初、\ VLQ � 

�[ のグラフを考えるだろう�。さらに、定積分の上端、下端の

(�� �の数式を見て、�「
�[ �のままでは解けない。� �[  W �と置いてみよう」という発想に導かれる。取り

あえず、�\ VLQ � 

�[ �のグラフの概形図を描いてみる。
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　図１のようなグラフになるだろう。

　最初は、� I� 
N � ��VLQ � 

�[ ��I� 
�N � �となる

�ような関数�I� 
[ �を見つけ出そうとしたが、それ

なら� �[ �じゃなく、�[�のままで問題を作るかな、

と思って、� �[  W �と置いてみることにした。

［証明］� �[  W �とおく。�[!��のとき�[ (W �となる。

　　　�さらに、�[G[ GW �より�G[ 
�
�[

GW 
�

�(W
GW�

　　　�また、[�(NS�(� 
�N � S �　のとき　�W�NS��N 
�� S�なので
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（ⅱ）�N �P�����P 
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　　　　　��VLQ !W � �に注意し、（ⅰ）と同様にして
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� ��N � S

� 
�VLQW GW NS
� ��N � S

� �FRVW  FRV�PS�FRV � 
��P � S ��なので�

�　　　　　　����������������
�

(� 
�N � S
� N$ �

�

(NS
�となる。

以上より、正の整数�N�に対し�
�

(� 
�N � S
� N$ �

�

(NS
�となる。　　　　　　　［証明終］
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�[ G[ の形を見て、（１）の答えを使うのだろうと、いろいろ考えてい
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たら次の公式を思い出した。これを使って� Q% �の式変形を考える。
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※ここで区分求積法の公式を示そう。

区分求積法
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　これは内側を分割した場合（下の左図）と外側を分割した場合（下の右図）とは最終的に同じ面積

になる、という公式である。（下図は数研出版「数学Ⅲ」からの抜粋）
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　　よって①の不等式において、はさみうちの原理から� Q%  
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�……（答）となる。

　次にこの問題を3\WKRQを使って分析する。ここでは�
VLQW

�(� 
�N � S
�
VLQ W

�(W
�
VLQW

�(NS
�の不等式を図

に描くことにする。
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　不等式�
VLQW

�(� 
�N � S
�
VLQW

�(W
�
VLQ W

�(NS
�を視覚的に納得出来る図と思うが、どうだろうか。

以上で第１問の解説は終わる。



（１）問題自体は理解できる。シンプルな問題であるが、シンプルなものほど解くのが難しい、とい

うのが数学の入試問題の定説である。これはどうだろうか。

$ % & ' (

内容としては、次の図のような意味である。

　

　この$～(までのかごのなかに、白玉と黒玉、合わせて８個が入れればよく、さらに%�、&、'には

少なくとも１個の玉が入れなければならない、ということである。これから思い出されるのは、重複

組合せである。以下にこれに関する教科書の内容を載せる。

���������������������数学Ｂ（数研出版）����������

研究　重複を許して取る組合せ

　組合せ� UQ& �では，異なる�Q�個のものから，異なる�U�個を取り出した。

ここでは，同じものを繰り返し取ってもよいとして，U�個取る組合せの

総数について考えてみよう。

例��　��個の文字�D，E，F�から重複を許して���個取る組合せの総数

　　　例えば，D�を���個，E�を���個，F�を���個取った組合せを�DDEEF�と

　　　書くことにする。ここで，��個の�○�と���個の仕切り�｜�の順列を考

　　　え，問題にしている組合せとの間に，次のような対応をつける。

DDEEF　　　　○○｜○○｜○

DEEEF　　　　○｜○○○｜○

DDDFF　　　　○○○｜｜○○

EEEEE　　　　｜○○○○○｜

　　　…………

　　　このようにすると，D，E，F�から重複を許して���個取る組合せと，

　　　��個の�○�と���個の�｜�の順列が，��つずつ対応する。

　　　よって，求める組合せの総数は，��個の場所から�○�をおく���個を



　　　選ぶ方法の総数に等しく，次の値になる。

　　　　　　　　　　　　　　 ��&  ��&  ��　　　　　　　　　　W

【補足】この総数は，同じものを含む順列の総数を考えて，次のように計算する

　　　　こともできる。
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　一般に，異なる�Q�個のものから重複を許して�U�個取る組合せの総数は，

上の例と同様に考えると，U�個の�○�と��Q 
�� �個の�｜�の順列の総数に等

しく， U��Q U �& �である。

�����������������ここまで「数学Ｂ（数研出版）」からの引用���

　この教科書では使っていないが、� UQ+ �という記号を使って重複組合せを公式化しているのが多いの

で、それを使った公式を以下に示す。

重複組合せ

　異なる�Q�個のものから重複を許して�U�個取る組合せの総数は，

　　　　　　　　　　　 UQ+  U��Q U �& �

これを使って（１）を解いてみる。

［解］次の図は、$～(には、白玉と黒玉の色を考慮しない８個の玉を入れるかごであり、%、&、'�

には予め１個ずつ玉が入っているとする。

$ % & ' (

　ここで残り５個の玉を５つのかごに入れる入れ方は、� ��+  ���� � �&  ��&  ����

　これは赤４個、白黒合わせて８個が入るパターンなので、場合の数は、異なる赤４個と異なる白黒

８個を入れるので、����������となる。

よって、どの赤玉も隣り合わない確率は�S 
���� �� ���

���
 
��

��
�……（答）

（２）（１）と同じように簡単に求められないか、といろいろ考えたけど、なかなか思いつかない。

むしろ力任せに解いた方が、面倒くさいけど単純作業になって時間的に早いかな、と思い以下の解法

にした。([FHOOHQWな解き方ではないが、こんな馬鹿な解き方でも答が出せるんだ、と笑ってほしい。

［解］５つのかごに白玉５個と黒玉３個の入れ方を考え、さらにどの黒玉も隣り合わない場合の数を

まず考える。これは、どの赤玉も隣り合わなく、かつ、どの黒玉も隣り合わない場合の数になる。
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　これは、黒玉３個、赤玉４個、白玉５個が、どの赤玉も隣り合わなく、かつ、どの黒玉も隣り合わ

ない場所のパターンが����通りという意味なので、その場所に異なる玉を入れたのが、どの赤玉も隣

り合わなく、かつ、どの黒玉も隣り合わない事象の数になるので、その確率は

　　　　　　　　　　　�
����� �� �� ����

���
 

���

����� �� � �
�となる。

よって、どの赤玉も隣り合わないとき、どの黒玉も隣り合わない条件付き確率�T�は

　　　　�T 
���

����� �� � �
	S 

���

����� �� � �
�
��

��
 
���

���
�……（答）

条件付き確率

3� 
$�%  3� 
$ ･ $3 � 
% より

$3 � 
%  
3� 
$�%

3� 
$
�

※タラタラと冗長な答案であるということは自覚している。このような解答を発表する人はいないだ

ろう。しかし、本番の時、格好いい解き方が考えつかなかったら、時間との勝負で力任せに解く、と

いう選択もあるだろう。このときの注意事項は、計算ミスが致命傷になるので、慎重に一歩一歩確認

しながら進む、ということに尽きる。

　それでは、これを3\WKRQで分析してみる。実際に玉をランダムに並べて、本当に計算通りの結果に

なるのか、というのが面白いと思うので、以下のようなプログラムを作った。

���������������������WRN\RB��B��B12�����������

LPSRUW�UDQGRP

LPSRUW�QXPS\�DV�QS

LPSRUW�PDWSORWOLE�S\SORW�DV�SOW

GHI�GHVFDUWHV�D[��UDQB[��UDQB\��D[BWLWOH�[BODEHO� ��[���\BODEHO� ��\���

����D[�VHWB[ODEHO�[BODEHO��IRQWVL]H� ����

����D[�VHWB\ODEHO�\BODEHO��IRQWVL]H� ����

����D[�VHWB[OLP�UDQB[>�@��UDQB[>�@�



����D[�VHWB\OLP�UDQB\>�@��UDQB\>�@�

����D[�VHWBWLWOH�D[BWLWOH��IRQWVL]H� ����

����D[�JULG��

����D[�D[KOLQH����FRORU� ��EODFN��

����D[�D[YOLQH����FRORU� ��EODFN��

ILJ� �SOW�ILJXUH�ILJVL]H� ��������

D[� �ILJ�DGGBVXESORW�����

WLWOH�� ��7RN\R�8QLYHUVLW\������0DWK�TX���12��

座標の縦軸を��から��に設定�
GHVFDUWHV�D[��>��������@��>������@�WLWOH��

��回ランダムに玉を並べたら、その中��回はどの赤球も隣

り合わない、という検証をするので、UROOBEDOOBQに設定し

た回数ごとにカウントし、�����回ごとその平均値を計算

し保存する。それを����回繰り返す。

UDQGRP�VHHG����

UROOBEDOOBQ� ���

WRWDOBQ� ���

ORRSBQ ����

EDOOBER[� �>������������������������������������@

黒玉の数値を���、赤球を��、白玉を����とする。これは赤赤

と並んだ場合、その和は�となり、それ以外は��とならないの

で、条件判断がかなり楽になる。

)ODJ� )DOVH

FQW� �

\ >@

黒玉の数値を���、赤球を��、白玉を����とする。これは赤赤

と並んだ場合、その和は�となり、それ以外は��とならないの

で、条件判断がかなり楽になる。

\\ >@

)ODJ�が真のときは、赤玉が隣同士になって

いないパターンであり、FQW�はその回数をカ

ウントし、��回ごとクリアーしている。

IRU�OO�LQ�UDQJH�ORRSBQ��

����IRU�N�LQ�UDQJH�WRWDOBQ��

��������IRU�L�LQ�UDQJH���UROOBEDOOBQ����

������������UDQGRP�VKXIIOH�EDOOBER[�

������������IRU�M�LQ�UDQJH�����

����������������)ODJ� 7UXH

����������������LI�EDOOBER[>M@�EDOOBER[>M��@�  ���

��������������������)ODJ� )DOVH

��������������������EUHDN

������������LI�)ODJ�  7UXH�

��回を１セットとし、��セットごと赤玉が隣同

士になっていなかった回数の平均値をとる。

����������������FQW��� ��

��������\�DSSHQG�FQW��

��������FQW� �

����\\�DSSHQG�QS�PHDQ�\��



SULQW��\\�DYHUDJH ��QS�PHDQ�\\��

赤玉が隣同士になっていなかった回数（��回中）

を青色のグラフで表示する。

��回を赤色の直線で表示する。

[[� �QS�DUDQJH�OHQ�\\��

D[�SORW�[[��\\���FRORU� ��EOXH��

[[� �QS�DUDQJH�OHQ�\\��

E� �>��@
OHQ�\\�

D[�SORW�[[��E����FRORU� �UHG��

SOW�VKRZ��

���������������������S\WKRQ�SURJUDP����������

［出力］　　　\\�DYHUDJH ������������������

※なかなか面白い結果になった。実際に�������回、玉をランダムに並べていたら、赤玉が隣り合わ

　ないのが��回中��回になる、というのだが、これを実際に玉を使った実験で確かめることはできな

　いだろう。それを、コンピュータで実験した、ということになるだろう。

　　それでは、ついでにと言っては何であるが、どの赤玉も隣り合わなく、かつ、どの黒玉も隣り合

　わない確率のグラフも表示してみる。計算上では���回中���回である。
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［出力］　　　　　　\\�DYHUDJH ������������������

　これも面白い結果である。要するに導いた答えと実験結果は一致した、ということである。

　�以上で第２問の　解説は終わる。
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（１）問題を読んで概形図を描く（図１）と、要するに

　　放物線と円が�\! �[ �の領域で接する�D�の値を求め、

　　それより大きくなる�D�の値が答えとなる。

［解］円を� �[ � �
� 
�\ D  �……①�

　　　放物線を�\ �[ �　　……②とおく。

　　　②を①に代入してまとめると

　　　� �[ ���D 
�� �[ � �D �� ��となる。

　　　ここで� �[  W �とおくと

　　　� �W ���D 
�� W� �D �� ��となり、

　　　放物線と円が接するとき　このWに関する２次方程式は重解を持つので判別式' �となる。

　　　すなわち' �
� 
��D � ���

�D 
��  ��D�� ���これより�D 
�

�
�

　　　よって、図より�D!
�

�
�……（答）となる。

（２）これは円の中心を原点に固定し、放物線を�D�の値によって動かした方が解きやすいだろう。

［解］円&を� �[ � �\  �……①�　放物線を�\ �[ �D……② �とおくと（２）の問題文は

　　「�&�のうち�[���かつ�\���を満たす部分を�6�とする。�6�上の点3�に対し、点3での&の接線が放

　　　物線�\ �[ �D �によって切り取られてできる線分の長さを� 3/ �とする。� 4/  5/ �となる6上の

　　　相異なる２点�4�、�5�が存在するような�D�の範囲を求めよ。」となる。
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　　�ここで点�3� 
FRVK���VLQK ��ただし��
S

�
�K����とおくと

　　点3における接線の方程式は

　　�[�FRVK�\�VLQK �……③�となる。�

　　②を③に代入してまとめると

　　�VLQK ･ �[ �FRVK･[�DVLQK�� ��

　　この解�D、E�とおくと、解と係数の関係より

　　�

 �D E �
FRVK
VLQK

 DE
��DVLQK �

VLQK

�　となる。



　　円と放物線の交点�を$、%とおくと、$��D���
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�D �となり
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�W �� �W ���D 
�� �W �となる。

　　�ここで、 4/  5/ �となる6上の相異なる２点�4�、�5�が存在する、ということは�、

　　\ I� 
W ���W� 
�� �において、�I� 
�W  I� 
�W �かつ� �W 
 �W �かつ� �W ��� �W �����となる� �W ��� �W �

　　が存在することである。

※この考えにたどり着くまでに、かなりの時間を要した。本番では、ここが勝負所かな、と思う。

　　�W�について微分すると �I � 
W  �
�W ��� �W ����D 
�� W �W��

�W ��W���D �
�� �となり、
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　　�W���で��I� 
�W  I� 
�W �かつ� �W 
 �W �かつ� �W ��� �W �����が存在するには、

　　左図より�区間�W���で、�\ I� 
W �が少なくとも１つ極値が存在する

　　必要がある。

　　すなわち� �I � 
W ��となる解が�W����に存在しなければならない。

　　ここで、 �I � 
W �W��
�W ��W� ��D �
��  �W･J� 
W �とおくと、

　　J� 
W  �
�W ��W��D�� ��の解が区間�W����に存在する�D�の値

　　の範囲が必要十分条件となって答えである。
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　　さらに、�J� 
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　　④より�D�
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　　よって、�
�
�
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�……（答）となる。

　それでは、これを3\WKRQで分析してみる。ここでは、�I� 
W  
�W �� �W ���D 
�� �W のグラフを、D�の

値を変えながら、��本のグラフを同一座標軸上に描いてみる。
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I� 
W  
�W �� �W ���D 
�� �W �のグラフを

D 
�

�
�から�D 

��

�
までを��本に分割

する。さらに、グラフの色も変化さ

せる。�

V� ���

H� ����

FPDS� �SOW�JHWBFPDS�
MHW
�

QXP� ����

L �

IRU�D�LQ�QS�OLQVSDFH�V��H��QXP��

W�の値を��から�までを����分割し、そ

の値をI� 
W  
�W �� �W ���D 
�� �W に代入し

て�描く。�

����L� �

����LL� �L�QXP

����W QS�OLQVSDFH�����������

����\ W

���
W

����
D���
W

�

����D[�SORW�W��\���FRORU� �FPDS�LL��

D�の値が�
�

�
�のときと�

��

�
�のときのグラフ

を緑色のグラフで表示する。

これが�D�の値の境界になる。
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D���
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D[�SORW�W��\���FRORU� ��JUHHQ��
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［出力］

　なかなか綺麗なグラフである。以上で第３問の解説を終わる。



　空間図形の問題は、空間座標上に正確に描こうと思ったらいけないだろう。大体のイメージだけを

掴めばよく、むしろ、概形図がなくても公式だけを適用したら解ける問題が多い。この問題は、まさ

にそのような問題である。

（１）�［解］　3� 
D���E���F �とおく。

　　　�23 � 
D���E���F �、�2$ � 
��������� �、�2% � 
��������� �、�2& � 
��������� �

　　　�23･2$ ��より��D �……①�

　　　�23･2% ��より�D�E�F �……②

����　　�23･2& ��より�D��E��F �……③�

　　　①、②、③を解くと、�"
 D �

 E ��

 F �

�　よって、�3����� 
������ �……（答）となる。

（２）［解］点�+�は直線�$%�上にあるので、�2+ 2$�W$%……①�とおける。

直線のベクトル方程式

　点�$ � 
D �を通り，��でないベクトル�G�に平行な直線のベクトル方程式は

　　　　　　　　　　　　　　S D�XG�

　　　�$% 2%�2$ � 
��������� � � 
���������  � 
���������� �より

　　　�2+ � 
��������� �X� 
����������  �� 
�X���X���X

　　　これより�3+ �� 
�X���X���X ������ 
������  ���X���X�����X 
�� �

　　　�さらに、�$%�3+ �なので�$%･3+ ��より�

　　　���� 
�� X � �X 
�� ��X 
��  ��、�X 
�
�
�

　　　これを①に代入すると　�2+ 2$�
�
�
$% 

�
�
2$�

�
�
2%�……（答）となる。
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+

6

U

（３）球面6上さらに�△2+%�上の点を6とおくと、

　　　右図の半径�U�の範囲を求めよ、という意味になる。

　　　それでは、ここで点6が△2+%�の周および内部にあるという

　　　条件をどうするか。ここで教科書を使って復習をしよう。

���������������������「数学%（数研出版）」�������������

　△2$%�に対して，点�3�が

　　　　　　23 V2$�W2%，��V�W��， �V �， �W �

を満たしながら動くとき，点�3�の存在範囲を求めてみよう。

2

$ %

$ � % �

� �N
N

3

　V�W N�����N 
�� �とおく。

>�@　��N���のとき　
V

N
�

W

N
 �

　また　23 V2$�W2%

　　　　　�� 
V

N � 
N2$ �
W

N � 
N2%

　ここで，
V

N
 V �，

W

N
 W ��とおくと

　　　　23 V �� 
N2$ �W �� 
N2% ，V ��W � �，V ���，W ���

　よって，N2$ 2$�，N2% 2%��を満たす点�$�，% ��をとると，定数�N�

　に対して，点�3�の存在範囲は辺�$%�に平行な線分�$�% ��である。

　N�の値が���N���の範囲で変化すると，線分�$ �%��上の点は，点�2�を

　除く�△2$%�の周およびその内部を動く。

>�@　  N ��のとき，V �，W ��であるから，点�3�は点�2�に一致する。

　したがって，点�3�の存在範囲は，△2$%�の周および内部��である。

���������������������「数学%（数研出版）」からの引用��������

［解］球面6上かつ�△2+%�上の点を�6�とおく。

　　　� 46  U �

　　　�
�

46  �U �

　　　�
�

�26 24  �U ……①�

　　　さらに、点6�は�△2+%�の周および内部にあるので

　　　　　�26 V�2%�W�2+�����V�W�����V�����W 
�� �

　　　　　�　�� V2%�W�
�

�
2$ ��

�

�
2% �

　　　　　　��� 
�

�
W2$��

�

�
W ��V 2%�

　これより　�26�24 
�

�
W2$��

�

�
W ��V 2%�

�

�
2$�23

　　　　　　　　　　��� �
�

�
W ��
�

�
2$��

�

�
W ��V 2%�23�



　①に代入すると� �U  
�

��� ��
�

�
W
�

�
2$ � ��

�

�
W V 2% 23 �

　　　　　　　　　� 
�

� ��
�

�
W
�

�
･��

�

� ��
�

�
W V ･�����･�

�

�
W ��
�

� �
�

�
W ��V ･��

　　　　　　　　　� 
�
�
�W ��W�

�
�
�
�
�
�W ��VW�� �V ���

�
�
�W �
�
�
VW��W��V�

　　　　　　　　　� 
�
�
�W ��

��
�
V ��� W�� �V ��V�

��
�
�

　　　　　　　　　� 
�

�

�

� ���W V
�

�
�
�

�
�V �V�

��

�
�

　　　　　　　　　� 
�

�

�

� ���W V
�

�
�
�

�

�

� ��V
�

�
���

　� �U �の最小値を求める。

　���W�V���なので、�
�

� ���W V
�

�
�は　W�V 

�

�
�のとき�最小となり、そのとき

　　　　　　　　　　　 �U  
�

�

�

� ��V
�

�
��となる。さらに��W 

�
�
�V���なので、���V�

�
�
�

　　　　　　　　　　　これより、�V ��のとき� �U �は最小となり、その値は�
�
�
･
�
�
�� 

��
�
�である。

　次に� �U �の最大値を求める。�

　　　　　　　　　　　I� 
W  
�

�

�

� ���W V
�

�
�
�

�

�

� ��V
�

�
��　����W 
�� �　とおくと、

　　　　　　　　　　　これは、軸が�W 
�
�
�V�の放物線であり、���

�
�
�V�

�
�
�なので

　　　　　　　　　　　�
�
�
�V�

�
�
�すなわち�

�
�
�V���のとき　�I� 
W �の最大値�はI� 
� �となるが、

　　　　　　　　　　　�　　　　　　W ��のとき�V ��となって�不適である。

　　　　　　　　　　　�
�

�
�V!

�

�
�すなわち���V�

�

�
�のとき　�I� 
W �の最大値�はI� 
� �となる。

　　　　　　　　　　　　　�　　　I� 
�  J� 
V  �
�V ��V�

��

�
 �

�

� ��V
�

�
�
�

�
�

　　　　　　　　　　　　　�　　　��V�
�
�
�より�V ��のとき最大値�I� 
�  J� 
�  

��
�
�

　以上より　�
��

�
� �U �

��

�
�となり、�U�の範囲は�(

��

�
�U� (��

�
�……（答）となる。

※最後の最大値がちょっと手こずった。�
�

� ���W V
�

�
�は　W�V ��のとき�最大となる、としても同じ

値になるが、�もう一つの項�
�

�

�

� ��V
�

�
�は�V ��のとき最大となり、そのとき�W ��である。このとき

も同じ値になる。つまり、最大値は�W ����V ��または���W ����V ��の２つの場合がある、というこ

とである。これを図で考えたら、円6が点2を通るときか、点%を通るかの２つの場合、ともに最大値

を取る、ということのようである。図を用いた解答もあるかな、と思うが、何故か、が難しそうであ

る。

　　次に3\WKRQでこの問題を分析する。何をしようか迷ったが、やはり問題文にある三角形が空間座



標上のどこにあるかが気になる。�また、I� 
V���W  
�

�

�

� ���W V
�

�
�
�

�

�

� ��V
�

�
���������W�V����

V������W���の最小値が�
��

�
�で最大値が�

��

�
�であることを検証したい。ここでは、この２つを検証す

るプログラムを作成した。

���������������������WRN\RB��B��B12�����������

LPSRUW�QXPS\�DV�QS

LPSRUW�PDWSORWOLE�S\SORW�DV�SOW

LPSRUW�UDQGRP

GHI�YHFWRUB�G�D[��VBS��YHF��FRORU� ��UHG��DUURZBOHQJWKBUDWLR ������

����D[�TXLYHU�VBS>�@��VBS>�@��VBS>�@��YHF>�@��YHF>�@��YHF>�@�

��������������FRORU� �FRORU��OHQJWK� ���

��������������DUURZBOHQJWKBUDWLR DUURZBOHQJWKBUDWLR�

ベクトルを表示する関数

　始点��[���\���]��として、方向ベクトル�G �D���E���F��を表示する。

　D[�TXLYHU�[���\���]���D���E���F���FRORU �色����OHQJWK 長さ���

�������������������������DUURZBOHQJKWBUDULR 矢印の大きさの比率��

GHI�GHVFDUWHVB�G�D[��UDQB[��UDQB\��UDQB]��D[BWLWOH��

����������������������������������[BODEHO� ��[���\BODEHO� ��\���]BODEHO �]���

座標空間を表示する関数

　各軸のラベルはVHWB○ODEHOで設定

　[\]軸は座標UDQB○>�@からUDQB○>�@

　までを設定

　座標空間のタイトルはVHWBWLWOHで設定

����D[�VHWB[ODEHO�[BODEHO��IRQWVL]H� ����

����D[�VHWB\ODEHO�\BODEHO��IRQWVL]H� ����

����D[�VHWB]ODEHO�]BODEHO��IRQWVL]H� ����

����D[�VHWB[OLP�UDQB[>�@��UDQB[>�@�

����D[�VHWB\OLP�UDQB\>�@��UDQB\>�@�

����D[�VHWB]OLP�UDQB]>�@��UDQB]>�@�

����D[�VHWBWLWOH�D[BWLWOH��IRQWVL]H� ����

����D[�JULG��

ILJ� �SOW�ILJXUH�ILJVL]H� ��������

D[� �ILJ�DGGBVXESORW������SURMHFWLRQ 
�G
�

WLWOH�� ��7RXKRNX�8QLYHUVLW\������0DWK�TX���12��

GHVFDUWHVB�G�D[��>�������@��>���������@��>���������@��WLWOH��



空間上の点の設定

　�2� 
�������� �、�$� 
��������� �、�%� 
��������� �

　�&� 
��������� �、�+� �
�

�
���
�

�
���
�

�
�、�4�

�

�
��� ������� �

SRLQWB2� �QS�DUUD\�>�������@�

SRLQWB$� �QS�DUUD\�>�������@�

SRLQWB%� �QS�DUUD\�>�����@�

SRLQWB&� �QS�DUUD\�>�����@�

SRLQWB+� �QS�DUUD\�>�����������@�

SRLQWB4� �QS�DUUD\�>��������@�

座標空間に点の名前を表示

　�2� 
������������ �、��%� 
��������� �、�+� �
�

�
���
�

�
���
�

�
�、�4�

�

�
�������� ������� �

D[�WH[W������������2��IRQWVL]H �[[�ODUJH��

D[�WH[W��������%��IRQWVL]H �[[�ODUJH��

D[�WH[W��������������+��IRQWVL]H �[[�ODUJH��

D[�WH[W����������������4��IRQWVL]H �[[�ODUJH��

座標空間に次のベクトルを赤色、さらに矢印の大きさは全体の�５％で表示

　　　　　　　　　　2%�、�2+�、�%+�

YHFWRUB�G�D[��SRLQWB2��SRLQWB%���UHG�������

YHFWRUB�G�D[��SRLQWB2��SRLQWB+���UHG�������

YHFWRUB�G�D[��SRLQWB%��SRLQWB+����
SRLQWB%����UHG�������

座標空間に�46�の軌跡を表示

　�26 
�

�
W2$��

�

�
W ��V 2%�、�V���W�は０～１までの値を２０分割し、

さらに�V�W���のときだけの�46�を表示する。

　ベクトルの色はランダム関数で１本ずつ違う色にする。

IRU�V�LQ�QS�OLQVSDFH���������

����IRU�W�LQ�QS�OLQVSDFH���������

��������LI�V�W�� ���

������������SRLQWB6 ���
W
SRLQWB$�����
W�V�
SRLQWB%

������������U UDQGRP�UDQGRP��

������������J UDQGRP�UDQGRP��

������������E UDQGRP�UDQGRP��

������������YHFWRUB�G�D[�SRLQWB4�SRLQWB6����
SRLQWB4��FRORU �U�J�E��

SOW�VKRZ��

���������������������S\WKRQ�SURJUDP����������



［出力］

なかなか面白い図である。

　次に�I� 
V���W  
�

�

�

� ���W V
�

�
�
�

�

�

� ��V
�

�
���������W�V������V������W���の最小値が�

��
�
�で

最大値が�
��
�
�であることを検証するプログラムを以下に示す。

���������������������WRN\RB��B��B12�����������

LPSRUW�PDWSORWOLE�S\SORW�DV�SOW

LPSRUW�QXPS\�DV�QS

IURP�PSOBWRRONLWV�PSORW�G�LPSRUW�$[HV�'

LPSRUW�UDQGRP

LPSRUW�MDSDQL]HBPDWSORWOLE

GHI�GHVFDUWHVB�G�D[��UDQB[��UDQB\��UDQB]��D[BWLWOH�

　　　　　　　　��[BODEHO� ��V���\BODEHO� ��W���]BODEHO �U����

����D[�VHWB[ODEHO�[BODEHO��IRQWVL]H� ����



����D[�VHWB\ODEHO�\BODEHO��IRQWVL]H� ����

����D[�VHWB]ODEHO�]BODEHO��IRQWVL]H� ����

����D[�VHWB[OLP�UDQB[>�@��UDQB[>�@�

����D[�VHWB\OLP�UDQB\>�@��UDQB\>�@�

����D[�VHWB]OLP�UDQB]>�@��UDQB]>�@�

����D[�VHWBWLWOH�D[BWLWOH��IRQWVL]H� ����

����D[�JULG��

ILJ� �SOW�ILJXUH�ILJVL]H� ��������

D[� �ILJ�DGGBVXESORW������SURMHFWLRQ 
�G
�

WLWOH�� ��7RXKRNX�8QLYHUVLW\������0DWK�TX���12��

GHVFDUWHVB�G�D[��>���������@��>���������@��>����@��WLWOH��

I� 
V���W  
�

�

�

� ���W V
�

�
�
�

�

�

� ��V
�

�
���のI� 
V���W �を�U��とし、V���W�はともに０

から１までを１００分割した値を入れ、V�W���のときに、�

U� 
�

�

�

� ���W V
�

�
�
�

�

�

� ��V
�

�
���の値を計算する。その計算した結果を空

間座標上に色をランダムに変えながらプロットし、さらに、U�BVに格納す

る。最後に格納しているU�の最大値と最小値を出力する。

U�BV� �>@

IRU�V�LQ�QS�OLQVSDFH���������

����IRU�W�LQ�QS�OLQVSDFH���������

��������LI�V�W�� ���

������������U� ���
V

���
W

������
V
W��
W��
V�����

������������U�BV�DSSHQG�U��

������������U UDQGRP�UDQGRP��

������������J UDQGRP�UDQGRP��

������������E UDQGRP�UDQGRP��

������������D[�VFDWWHU�V�W�U��V ��FRORU �U��J��E��

D[�WH[W�������������球の半径の２乗の最大値は�^`��IRUPDW�PD[�U�BV���

����������������FRORU �EOXH��VL]H ���

D[�WH[W���������������球の半径の２乗の最小値は�^`��IRUPDW�PLQ�U�BV���

����������������FRORU �EOXH��VL]H ���

SOW�VKRZ��

���������������������S\WKRQ�SURJUDP����������



［出力］

　これもなかなか面白い図である。さらに、�
��
�
 �����、�

��
�
 �����なので、机上での計算の答えと

ほぼ同じになった。最小値が多少ずれているのは、���分割の精度だからである。

以上で第４問の解説は終わる。



（１）この問題を最初に読んだとき、教科書レベルの問題なので、どっかに落とし穴があったりする

　　のかな、と考えたが、多分（２）を解くためのヒントを示してくれたと思い、以下の証明にした。

　�［証明］

　　J� 
[ �を�I� 
[ �で割った商を�T� 
[ �とおくと、余りが�U� 
[ �なので、

　　J� 
[  I� 
[ ･T� 
[ �U� 
[ となる。両辺を７乗すると、

　���J �
� 
[  

�
� 
�･I� 
[ J� 
[ U� 
[ ��

　　　　 ��&
�

� �I� 
[ J� 
[ � ��&
�

� �I� 
[ J� 
[ U� 
[ � ��&
�

� �I� 
[ J� 
[ U �
� 
[ �… ��& � �I� 
[ J� 
[ U �

� 
[ � ��& U �
� 
[ �

　　　　 I� 
[ � ��& I �
� 
[ J �

� 
[ � ��& I �
� 
[ J �

� 
[ U� 
[ � ��& I �
� 
[ J �

� 
[ U �
� 
[ �… �� ��& J� 
[ U

�
� 
[ �U �

� 
[

�������������������これは、�J �
� 
[ �を�I� 
[ �で割った余りと�U

�
� 
[ �を�I� 
[ �で割った余りは

�������������������等しいことを示している。［終］

（２）この問題は、�$	% 4��余り5 �&�$ %･4�5 �と�Q次の整式で割った余りは�Q��になる、

　　という二つを使えば出来そうである。さらに、�I� 
[  
�

� 
�[ � �[ 
�� �の形は、[�で微分する、とい

　　うテクニックを使うのだろう、と予測する。

［解］�K �
� 
[ �を�I� 
[  

�
� 
�[ � �[ 
�� �で割った商を�T� 
[ �とおくと、余りが� �K � 
[ �なので、

　　　�K �
� 
[  

�
� 
�[ � �[ 
�� ･T� 
[ � �K � 
[ �となる。

　　　さらに、�３次式で割った余りなので、 �K � 
[  
�[ �F[�G�と置ける。

　　　�K� 
[  
�[ �D[�E �なので、

　　　　 �
� ����[ D[ E  �

� 
�[ � �[ 
�� ･T� 
[ �
�[ �F[�G……� 
D �となる。

　　　次に、� �K
�

� 
[ �を�I� 
[ �で割った商を� �T � 
[ �とおくと、余りが� �K � 
[ �なので、

　　　� �K
�

� 
[  
�

� 
�[ � �[ 
�� ･ �T � 
[ � �K � 
[ �となる。

　　　さらに、�K� 
[  
�[ �D[�E �と等しいので� �K � 
[  

�[ �D[�E �と置ける。

　　　　すなわち　 �
� ����[ F[ G  �

� 
�[ � �[ 
�� ･ �T � 
[ �
�[ �D[�E……� 
E �となる。

　　　�� 
D �に�[ ��を代入　�
�

� 
��� D E  ��F�G……① �

　　　　　　[ ��を代入　� �
� 
��� �D E  ���F�G……②�



　　　�� 
E �に�[ ��を代入　�
�

� 
��� F G  ��D�E……③ �

　　　　　　[ ��を代入　� �
� 
��� �F G  ���D�E……④�

　　　�� 
D �の両辺を�[�で微分すると、

　�� �
� 
���[ D[ E ��[ 
�D  ��[ 
�� �[ 
�� T� 
[ �

�
� 
�[ � T� 
[ �

�
� 
�[ � �[ 
�� T �� 
[ ��[�F……� 
D ��

　　　�� 
D ��に�[ ��を代入　�� �
� 
��� D E �� 
�D  ��F……⑤�

　　　�� 
E �の両辺を�[�で微分すると、

　�� �
� 
���[ F[ G ��[ 
�F  ��[ 
�� �[ 
�� �T � 
[ �

�
� 
�[ � �T � 
[ �

�
� 
�[ � �[ 
�� �T �� 
[ ��[�D……� 
E � �

　　　�� 
E ��に�[ ��を代入　�� �
� 
��� F G �� 
�F  ��D……⑥�

　　　①と⑤を⑥に代入

　　　　�� ��
� 
��� D E ･� �

� 
��� D E �� 
�D  ��D�

　　　　　　　���� 
�D ���
��

� 
��� D E ���  �……⑦�

��　　�②を④に代入

�　　　　　　��　　　　　　　 ��
� 
��� �D E  ���D�E �

　　　　　　�����D 
�E �
��

� 
��� �D E ���  �……⑧�

　　　①を③に代入

　　　　　　��　　　　　　　 ��
� 
��� D E  ��D�E �

　　　　�　　����D 
�E �
��

� 
��� D E ���  �……⑨ �

　　　⑦、⑧、⑨を同時に満たす�D�、�E�の値が答えになるので、

　　　⑦より　�D ���または���D�E 
�
��

� �
�

�
�

　　　　　　　ここで���D�E 
�
��

� �
�

�
�が⑨を満たすことはないので、�D ���のみ適する。

　　　�D ���を⑧に代入すると�E�
��E 
��  ��より�E ��または�E ��……⑧�

　　　�D ���を⑨に代入すると���� 
�E �
��

� 
��� E ���  ��より�E ��または����E ���

　　　　　　　　　　　　　　　すなわち�E ��または�E ��または�E ��……⑨�

　　　⑧�と⑨�を同時に満たすのは、�E ��または�E ���

　　　よって、求める�� 
D���E �の組は　�� 
D���E  ������ 
�� �または�� 
������ �……（答）である。

　次に3\WKRQで分析するが、ここでは（２）の答えが本当かどうかを3\WKRQで検証してみよう。

���������������������WRN\RB��B��B12�����������

LPSRUW�V\PS\�DV�VS

LPSRUW�QXPS\�DV�QS

VS�LQLWBSULQWLQJ�SUHWW\BSULQW 7UXH�



� �I � 
[  
�

� 
�[ � �

�I � 
[  �[ 
�� �

I� 
[  �I � 
[ ･ �I � 
[ �

I� �[���

�

I� �[���

II I�
I�

SULQW��I�[� ���

� 
D���E  ������ 
�� �、�� 
������ �

　　�　��� 
������ �����、�� 
������

�　　�　��� 
������

　の４つのパターンを調べる�。
K� 
[  

�[ �D[�E�

GLVSOD\�II�

DEBG� �>>�����@�>����@�>����@�>����@�>����@@

IRU�DE�LQ�DEBG�

����KK [

��DE>�@
[�DE>�@

����K� VS�GLY�KK

��II�

K� VS�GLY�KK

����II�の意味

�KK �を�II�で割った結果を

（商、余り）の型として返す。

つまり、K�>�@�が商で、K�>�@が

余りになる。

����SULQW��D ��DE>�@���E ��DE>�@���のとき��

����SULQW��K�[� ��

����GLVSOD\�KK�

����SULQW��K��[� ��

����GLVSOD\�K�>�@�

����K� VS�GLY�K�>�@

��II�

����SULQW��K��[� ��

����GLVSOD\�K�>�@�

���������������������S\WKRQ�SURJUDP����������

［出力］

K �
� 
[  

�
� 
���[ �[ � �のとき

K �
� 
[ 	I� 
[ �すなわち�

�
� 
���[ �[ � 	�[ 
�� �

� 
�[ � �の

余りは� �K � 
[  ���
�[ ����[���となる。

さらに、�K �
� 
[ 	I� 
[ �　すなわち

� �
� 
����� �[ ���[ � 	�[ 
�� �

� 
�[ � �の余りは、

��������������� �[ �����������������[���となる。

K �
� 
[  

�
� 
��[ �[ �のとき

K �
� 
[ 	I� 
[ �すなわち�

�
� 
��[ �[ 	�[ 
�� �

� 
�[ � �の

余りは� �K � 
[  
�[ ��[�となる。

さらに、�K �
� 
[ 	I� 
[ �　すなわち

� �
� 
��[ �[ 	�[ 
�� �

� 
�[ � �の余りは、

�K � 
[  
�[ ��[�となる。



K �
� 
[  

�
� 
���[ �[ � �のとき

K �
� 
[ 	I� 
[ �すなわち�

�
� 
���[ �[ � 	�[ 
�� �

� 
�[ � �の

余りは� �K � 
[  
�[ ��[���となる。

� �
� 
���[ �[ � 	�[ 
�� �

� 
�[ � �の余りは、

�K � 
[  
�[ ��[���となる。

K �
� 
[  

�
� 
��[ [ �のとき

K �
� 
[ 	I� 
[ �すなわち�

�
� 
��[ [ 	�[ 
�� �

� 
�[ � �の

余りは� �K � 
[  ���
�[ ����[�����となる。

� �
� 
����� �[ ���[ ��� 	�[ 
�� �

� 
�[ � �の余りは、

��������������� �[ �����������������[����������������

K �
� 
[  

�
� 
���[ �[ � �のとき

� �
� 
���[ �[ � 	�[ 
�� �

� 
�[ � �の余りは���� �[ ����[����。

� �
� 
���[ �[ � 	�[ 
�� �

� 
�[ � �の余りは

��������������� �[ �����������������[�����������������

　いつもは9LVXDO6WXGLR&RGHを使っているが、これだと数式の出力が綺麗にはならないので、-XS\

WHU�1RWH�で実行し、それをスクリーンショットで撮ったのを掲載したのが上記の出力結果である。

　この結果を見ると、少なくとも、�D �����E ��と�D �����E ��は問題に適することが分かった

が、これが全てである、という証明は、虱潰しのようなプログラムでは不可能である。その証明は、

問題の解法にあるような、ある意味、アルゴリズムで示す方法しかないのではないか、と思う。

以上で第５問の解説は終わる。



（１）この問題は私にとって難問中の難問である。何が難しいかというと、まず図のイメージが掴め

ない、という点である。立方体の上に球の一部の冠が載っていることは何となく予想できるが、それ

がどのように載っているのか。そこがこの問題が解けるかどうかのポイントであろう。取りあえず、

\�

�]

�2�� �

��

�

\�

�[

�2�� �

��

�

見取り図

平面図（上から見た図）

立面図（正面から見た図）

� (�

�
� (�

�
�

大まかな図を描くことから始める。

［解］

　　　



＋

�9 �

　図から、求める体積は

�9 �

　� �9 �は立方体なので、その体積は� �9  
��  ��である。

　ここで、� �9 �は球の体積から、立方体の体積を引き、それを６等分したものである。

� 	６ ＝

\�

�]

�2�� �

��

�

\�

�[

�2�� �

��

�

平面図（上から見た図）

立面図（正面から見た図）

　　図より　� �9  �
�

�
S･ �

(� �� �� 	� 
��(� �

�
�

　　よって、求める体積�
� ��

9  �9 � �9  ��
��(� S �

�
 

��(�S ��

�
……（答）である。�

※気付いたら簡単であるが、これが本当かどうか，検証するのには骨が折れた。最終的には、投影図

を作成したら、この考え方であっていると確信が持てた。

（２）この問題もどのような図になるのか、それを考えることから始まった。（１）の図の冠部分の

周りが垂れ下がるような図になるのでは、ということでその概形図を描いてみる。



見取り図

\�

�]

�2�� �

��

�

\�

�[

�2�� �

��

�

平面図（上から見た図）

立面図（正面から見た図）

���(� �( � � ���(� �( � �

　（１）の答えに増えた部分の体積を加えよう、という考えで解いてみる。追加された部分は、両サ

イドが閉じて真ん中に向かって膨らんでいるような形、要するにサヤエンドウみたいな形である。そ

の体積をどのように求めるか。（１）のようにちょっとした発想の転換で求められるのだろうか、な

どといろいろ考えるが、問題文に「必要ならば、�VLQD 
�

(�
�を満たす実数�D�を用いてよい。」とあ

る。これは、積分を使ってしか求められないよ、という意味と解釈できる。それではここで、これに

関する教科書を掲示しよう。

���������������������数学Ⅲ（数研出版）����������

$　定積分と体積

　これまでに、面積を区分求積法によって計算し，定積分を和の極限で表した。立体の体

D [
E [

6 � 
[
D

F
E

積についても，区分求積法の考えを利用して定積分で表すことができる。

　与えられた立体の，平行な���つの平面�D，

E�の間に挟まれた部分の体積�9�を求めて

みよう。

　D，E�に垂直な直線を�[�軸にとり，[�軸と�

D，E�との交点の座標を，それぞれ�D，E�と

する。また，D�[�E�として，[�軸に垂直

で，[�軸との交点の座標が�[�である平面�F�で

この立体を切ったときの断面積を�6 � 
[ �とすると，次の公式が成り立つ。

　立体の断面積と体積

　　　　　　　　9 ' D
E

6 � 
[ G[　　　　ただし，D�E

�����������������ここまで「数学Ⅲ（数研出版）」からの引用���



［解］（１）に追加される図形の断面図を考える。�

　　　　1�� 
W�������� �とおき、直線�21�上に点�3�があり、その点�3�を通り�[�軸に垂直な平面で切った

　　　�断面図を考えると、�21 ( ���W � �  ( ��W � �となる。

　　　　このとき断面図は�、21�13�(� �を満たす点�3�の集合体での切り口、すなわち球での切

　　　り口になるので、下図のような扇形になる。

�
�
S�

1��

3�

　　　　　その円弧上の点を�3�� 
[���\���] �、中心を1 ��とおくと、�1 �� 
[�������� �

　　　　ここで、点�3�と点�1�と点�1 ��の関係を平面�2131 ��について考える。

3�

2�

1� 1��

( ��W � �

(� �

[�W�
[�

　

　　　　これより� �31 �  
�

� 
�(� ( ��W � � �
� 
�[ W �

　　　　　　　　　　�� ���( �� 
��W � � �W ��� �[ ��W[� �W �

　　　　　　　　　　�� ���( �� 
��W � � �[ ��W[……①

�������������さらに、図より�(� �( ��W �  [�W�なので、�( ��W � [ (� W �

　　　　　　　両辺を２乗して、式変形すると�、W!��なので�W (� [

( �� �[
�となる。

　　　　これを①に代入すると� �31 �  ���)�� �
��� �[ � � �[

�� �[
� �[ �

�(�
�[

( �� �[

　　　　　　　　　　　　　　　　�� � �[ ���
�(� � 
�� �[

( �� �[
�

　　　　　　　　　　　　　　　　�� � �[ ����(� ( �� �[ �

�　　　　�31 ��が断面図の扇形の半径になるので、断面図の面積は

　　　　　�6� 
[  
�
� ��

�[ �� 
��(�( �� �[ Sとなり、これより（１）に追加される体積は�

　　　　　 �9  �'��
�

6� 
[ G[ �S' �
�

� 
��� �[ � �(� ( �� �[ G[……② �となる。

　　　　　ここで、� �,  ' �
�

� 
�� �[ � G[�、� �,  ' �
�

( �� �[ G[ �とおく。

　　　　　� �,  
�

�

� ���
�

�
�[ �[  

��

�
……③�



　　　　次に�、 �, �を求める。�[ (� VLQK �とおくと

　　　　�G[ (� FRVKGK

　　　　�VLQD 
�

(�
�より　�

[ ������

K ����D
�

����� �,  ' �
D

( �� � �VLQ K GK ' �
D

(� FRVK(� FRVKGK ' �
D �� 
�� FRV�K

�
GK 

�

D

� ��
�

�
K
�

�
VLQ�K

�������� 
�

�
D�
�

�
VLQ�D 

�

�
D�
�

�
VLQDFRVD 

�

�
D�
�

�

�

(�
(�

(�
 
�

�
D� (�

�
……④ �

�

　　　　③と④を②に代入すると

　　　　� �9  �S�
��

�
��(� �

�

�
D ��� (�

�
 S�� 
��(� D �となる。

　　　　　よって、求める体積�
� ��

9  
� ��

9 � �9  
��(� S ��

�
�S�� 
��(� D

�������������������������������������������������������� 
��

�
��
�(�
�
�� ���(� D S……（答）となる。�

※これはかなりの時間を掛けた。私は本番では解ききれない。これを時間内で解けた受験生はいるの

だろうか。多分、いると思う。世の中、唖然とするほど天才的な人はいる。凡人と何が違うかと言え

ば、集中力が半端じゃない。集中しているときは、他の人を寄せ付けない鬼気迫る雰囲気を醸し出す。

そのような人は、是非ともその能力を人類の幸せのために使ってほしい、と切に望む。

　　次に、これを3\WKRQで分析してみる。解説中の図形は、基本的に手書きの図形と同じで、それを

図形編集ソフトで作っているだけである。つまり、どんな形になるのか、を予想して作っただけであ

る。やはり検証は、この空間図形を3\WKRQ�描いてみることだろう。しかし、それがなかなか難しか

った。基本的に次の３つの図形を描くプログラムが必要である。

（１）立方体　　（２）球　　（３）空間座標内での円弧

まず立方体を表示する。

���������������������WRN\RB��B��B12�����������

LPSRUW�QXPS\�DV�QS

IURP�PSOBWRRONLWV�PSORW�G�DUW�G�LPSRUW�3RO\�'&ROOHFWLRQ��/LQH�'&ROOHFWLRQ

初期設定：使う可能性のあるラ

イブラリをインポートし、さら

に、日本語を表示出来るように

日本語フォントを読み込んでい

る。�

LPSRUW�PSOBWRRONLWV�PSORW�G�DUW�G�DV�DUW�G

LPSRUW�PDWSORWOLE�S\SORW�DV�SOW

IURP�PDWSORWOLE�SDWFKHV�LPSRUW�5HFWDQJOH

IURP�VFLS\�VSDWLDO�WUDQVIRUP�LPSRUW�5RWDWLRQ

SOW�UF3DUDPV>
IRQW�IDPLO\
@� �
,3$PM0LQFKR


GHI��GHVFDUWHVB�G�D[��UDQB[��UDQB\��UDQB]��D[BWLWOH��

�����������������[BODEHO� ��[軸���\BODEHO� ��\軸���]BODEHO �]軸���

����D[�VHWB[ODEHO�[BODEHO��IRQWVL]H� ����



GHVFDUWHVB�Gは座標空間の大きさや

座標軸などの表示をする関数。�

PBFXEHは六面体を表示する関数。

DSH[�で８個の頂点の座標を指定。

IDFHFRORUV�は面の色を指定。

HGJHFRORUV�は辺の色を指定。

DOSKD�は透明度を指定。

����D[�VHWB\ODEHO�\BODEHO��IRQWVL]H� ����

����D[�VHWB]ODEHO�]BODEHO��IRQWVL]H� ����

����D[�VHWB[OLP�UDQB[>�@��UDQB[>�@�

����D[�VHWB\OLP�UDQB\>�@��UDQB\>�@�

����D[�VHWB]OLP�UDQB]>�@��UDQB]>�@�

����D[�VHWBWLWOH�D[BWLWOH��IRQWVL]H� ����

����D[�JULG��

GHI��PBFXEH�D[�DSH[��IDFHFRORUV �EOXH��HGJHFRORUV �UHG��DOSKD �����

����D[�VFDWWHU�'�DSH[�>����@��DSH[�>����@��DSH[�>����@�FRORU �UHG��V ��

����FXEH�� �>>DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@@�

D[�VFDWWHU�'で８個の頂点を赤で表示。

Vは表示する頂点の大きさを指定。

FXEH�で６面を指定。

������������>DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@@�

������������>DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@@�

������������>DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@@�

������������>DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@@�

������������>DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@�DSH[�>�@@@

����D[�DGGBFROOHFWLRQ�G�3RO\�'&ROOHFWLRQ�FXEH���IDFHFRORUV� �IDFHFRORUV�

������������������������OLQHZLGWKV �����HGJHFRORUV HGJHFRORUV��DOSKD DOSKD��

ILJ� �SOW�ILJXUH�ILJVL]H� ��������

D[� �ILJ�DGGBVXESORW������SURMHFWLRQ 
�G
�

WLWOH�� ��7RN\R�8QLYHUVLW\������0DWK�第６問�立方体�12��

GHVFDUWHVB�G�D[��>������@��>������@��>������@��WLWOH��

>������@��>������@��>������@は左から順に[、\、]軸の

幅の指定である。

S\WKRQのPDWSORWOLEで空間座標軸を表示すると、�

標準で[�軸が左右、\軸が奥行きで表示でされる。

しかし、その視点を変えると教科書通りの�[�軸が奥

行き、�\�軸が左右になるので、そのまま指定した。

ただし、標準での表示の�\�軸は手前が負で奥が正に

なるので、それを変えたい場合は２番目を�>������@

とするテクニックもある。

DSH[�� �QS�DUUD\�>>����������@�

������������������>����������@�

������������������>��������@�

������������������>���������@�

������������������>���������@�

������������������>���������@�

������������������>�������@�

������������������>��������@@�

PBFXEH�D[�DSH[��IDFHFRORUV �F\DQ��DOSKD ����

SOW�VKRZ��

���������������������S\WKRQ�SURJUDP����������



［出力］

　次に、球を表示する。これにはまず、媒介変数を使っての円の方程式を示す。

���������������������数学Ⅲ（数研出版）����������

[�

�\

�2

D

D�D

�D

3 � 
[，\

K

○　一般角�K�を用いた円の媒介変数表示

　原点�2�を中心とする半径�D�の円

　　　　  ��[ �\ �D 　……�①

上の点を�3 � 
[，\ �とし，動径�23�の表す一

般角を�K�とすると，三角関数の定義から

　　　　[ DFRVK，\ DVLQK

ただし，K�は弧度法で表した角とする。

　これは，円�①�の媒介変数表示である。

�����������������ここまで「数学Ⅲ（数研出版）」からの引用���

　これを拡張して球の媒介変数表示を考える。しかし、これは高校の教科書には掲載されていないの

で、何とかしてここで説明しよう。

　基本的な考え方として、�]�軸とのなす角と�[�軸とのなす角の２つの媒介変数が必要になるので、�]�

軸とのなす角を�]BDUJ �とおき、�[�軸とのなす角を�[BDUJ �とおく。それを図で表したのが、次ページ

の図１である。
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]BDUJ

[BDUJ
図１

U�VLQ � 
]BDUJ �

3

　球は原点からの距離が一定�U�である点の集まりである。

図の点3�の座標を�� 
[���\���] �とおくと、次の関係式が成り立つ。

"
 [ U�VLQ � 
]BDUJ �FRV � 
[BDUJ

 \ U�VLQ � 
]BDUJ �VLQ � 
[BDUJ

 ] U�FRV � 
]BDUJ

�

　この�[BDUJ �と�]BDUJ �を���から��S�までの値を変化させた点3�の軌跡が原点中心、半径�

U�の球になる。そのプログラムを以下に示す。

���������������������WRN\RB��B��B12�����������

ライブラリ等のインポートはWRN\RB��B��B12��と同じなので割愛

関数GHVFDUWHVB�GはWRN\RB��B��B12�と同じなので割愛　　　　

標準は]BDUJ �は０～��S�、�[BDUJ �も

０～��S�までの値を取る。それを���分

割した値をDUUD\型として定義する。

GHI��PBVSKHUH�D[�U ��

�������������VWDUWB]BDUJ ��HQGB]BDUJ �
QS�SL�

�������������VWDUWB[BDUJ ��HQGB[BDUJ �
QS�SL�

�������������FRORU �EOXH��DOSKD �����

����[[BDUJ� �QS�OLQVSDFH�VWDUWB[BDUJ��HQGB[BDUJ�������

QXPS\�の�PHVKJULG�によって、格

子点を作成する。

各格子点に対応する値によって、�

[���\���]�の座標を計算する。

����]]BDUJ� �QS�OLQVSDFH�VWDUWB]BDUJ��HQGB]BDUJ�������

����[[��]]� �QS�PHVKJULG�[[BDUJ��]]BDUJ��

����[� �QS�FRV�[[��
�QS�VLQ�]]��
�U�

����\� �QS�VLQ�[[�
QS�VLQ�]]��
�U

����]� �QS�FRV�]]��
�U�

����D[�SORWBVXUIDFH�[�\�]��FRORU 
EOXH
�DOSKD ����

ILJ� �SOW�ILJXUH�ILJVL]H� ��������

D[� �ILJ�DGGBVXESORW������SURMHFWLRQ 
�G
�

WLWOH�� ��7RN\R�8QLYHUVLW\������0DWK�第６問�球�12��

GHVFDUWHVB�G�D[��>�����@��>�����@��>�����@��WLWOH��

PBVSKHUH�D[�U ��

SOW�VKRZ��

���������������������S\WKRQ�SURJUDP����������



［出力］

　最後に「空間座標内での円弧」を表示するが、これがかなり手こずった。第６問を解くまでの時間

と同じぐらいの時間を掛けた。折角だから試行錯誤した足跡を示すことにする。

　まず最初は、球面のプログラムから簡単に円を表示できるが、�[\�平面に平行か垂直かの２種類しか

つくれなかった。その関数と表示部分だけを示す。

���������������������WRN\RB��B��B12�B����������

GHI��PBFLUFOH�D[�U ��VWDUWB]BDUJ ��HQGB]BDUJ �
QS�SL�

���������������������������[BDUJ ��FRORU �EOXH��DOSKD ���

����[[BDUJ� �QS�OLQVSDFH����[BDUJ�������

����]]BDUJ� �QS�OLQVSDFH�VWDUWB]BDUJ��HQGB]BDUJ�������

[�軸との偏角�[[BDUJ �を常に値を�とし

て、�]�軸との偏角�]]BDUJ �を�～��S�と

変化させる。すると、�[\�平面に垂直な

円が描ける。これを逆にすると�[\�平面

に平行な円になる。

����[� �QS�FRV�[[BDUJ��
�QS�VLQ�]]BDUJ��
�U

����\� �QS�VLQ�[[BDUJ��
�QS�VLQ�]]BDUJ��
�U

����]� �QS�FRV�]]BDUJ��
�U

����UHWXUQ�[�\�]

[�\�] PBFLUFOH�D[�

D[�SORW�[��\��]��FRORU �U��

���������������������S\WKRQ�SURJUDP����������

［出力］



　この円を���傾けるにはどうすればいいのか、いろいろ悩んでいた途中に面白い図形が出来たので、

それを示す。

���������������������WRN\RB��B��B12�B����������

GHI��PBKHDUW�D[�U ��VWDUWB]BDUJ ��HQGB]BDUJ �
QS�SL�

��������������������������[BDUJ �
QS�SL�FRORU �UHG��DOSKD ���

����[[BDUJ� �QS�OLQVSDFH����[BDUJ�������

����]]BDUJ� ������
QS�SL�
�[[BDUJ�QS�SL�

�����
QS�SL

����[� �QS�FRV�[[BDUJ��
�QS�VLQ�]]BDUJ��
�U

����\� �QS�VLQ�[[BDUJ��
�QS�VLQ�]]BDUJ��
�U

����]� �QS�FRV�]]BDUJ��
�U

����UHWXUQ�[�\�]

　[�軸との偏角�[[BDUJ �を�～��S�と変化させ、�]�軸との偏角�]]BDUJ �を

��
�
�S

�
� 
�[[BDUJ S

�
�
S �の式に代入して計算する。その理由として、]]BDUJ �の値を、�

S

�
�～�
�S
�
�に無理矢理にしたら、�[\�平面とのなす角が�

S

�
�になる円が描けるのでは、という

思い込みだったが、出力した図形がなかなか面白い図形になったのでここに掲載する。

���������������������S\WKRQ�SURJUDP����������

［出力］

　このように試行錯誤を続けたが、�[\�平面に対して任意の角度で傾ける円を表示することが、なかな

か難しかった。最終的には、行列を使って回転させるしかないかな、と思っていろいろ調べたら、3\W

KRQのライブラリの中に、「6FLS\���高水準の科学技術計算」なるものを見つけ、この中に、図形を

任意の角度に回転させる�5RWDWLRQ�を見つけた。様々な回転の仕方があるようだが、ここでは回転ベ

クトル�Y � 
D���E���F �を使った方法で作成した。これは�[�軸、�\�軸、�]�軸の回りに、D、E、F�だけ回

転させる、というものである。そのプログラムを次に示す。



ライブラリ等のインポートはWRN\RB��B��B12��と同じなので割愛

関数GHVFDUWHVB�GはWRN\RB��B��B12�と同じなので割愛　　　　

���������������������WRN\RB��B��B12�B����������

GHI��PBFLUFOH�D[�U ��VWDUWB]BDUJ ��HQGB]BDUJ �
QS�SL�

関数PBFLUFOH�で円を描く。
�������������[BDUJ ��FRORU �EOXH��DOSKD �����

����[[BDUJ� �QS�OLQVSDFH����[BDUJ�������

����]]BDUJ� �QS�OLQVSDFH�VWDUWB]BDUJ��HQGB]BDUJ�������

����[� �QS�FRV�[[BDUJ��
�QS�VLQ�]]BDUJ��
�U

����\� �QS�VLQ�[[BDUJ��
�QS�VLQ�]]BDUJ��
�U

����]� �QS�FRV�]]BDUJ��
�U

����UHWXUQ�[�\�]

関数PBFLUFOH�で作成された�[�\�]�は�QGDUUD\

�で次元数は１で要素数は���である。それを�

UHVKDSH�によって、次元数を���、各要素数を

�にする。

GHI��PBURWDWLRQ�[�\�]�URWBYHFWRU >QS�SL������@��

����[�� �[�UHVKDSH�������

����\�� �\�UHVKDSH�������

����]�� �]�UHVKDSH�������

����[\]� �QS�UB>�����[����\����]�@

�����URW� �5RWDWLRQ�IURPBURWYHF�QS�DUUD\�URWBYHFWRU��

QS�UB>�����[����\����]�@によって、[����\����]��を１次元で各

要素���の配列に結合する。　　　　　

����[\]�� �URW�DSSO\�[\]�

����[� [\]�>���@

5RWDWLRQ関数を使って、回転ベクトルURWBYHFWRUを使って

回転させ、その配列を[\]��にする。

[\]��を[�、\�、]��に分割する。　　　　　　　　　　　　

����\� [\]�>���@

����]� [\]�>���@

����UHWXUQ�[��\��]�

ILJ� �SOW�ILJXUH�ILJVL]H� ��������

D[� �ILJ�DGGBVXESORW������SURMHFWLRQ 
�G
�

WLWOH�� ��7RN\R�8QLYHUVLW\������0DWK�第６問�円弧�12��

GHVFDUWHVB�G�D[��>�����@��>�����@��>�����@��WLWOH��

[�\�] PBFLUFOH�D[�U�VWDUWB]BDUJ ��HQGB]BDUJ �
QS�SL�

回転ベクトル�URWBYHFWRU >�
S

�
�����@�は[軸の回りに時計

と反対方向���だけ回転させる。

[�\�] PBURWDWLRQ�[�\�]�URWBYHFWRU >QS�SL������@�

D[�SORW�[��\��]��FRORU �U��OZ ��

SOW�VKRZ��

���������������������S\WKRQ�SURJUDP����������



［出力］

　さらに、この円を立方体の頂点までとして、さらに４つ並べたのが、次の図である。

　それでは最後に、今までの３つを全て並べたプログラムを以下に示す。

ライブラリ等のインポートはWRN\RB��B��B12��と同じなので割愛

関数GHVFDUWHVB�G�はWRN\RB��B��B12�と同じなので割愛　　　　

���������������������WRN\RB��B��B12�����������



関数PBFXEH�はWRN\RB��B��B12�と同じなので割愛�　　　　

関数PBVSKHUH�はWRN\RB��B��B12�と同じなので割愛　　　

関数PBFLUFOH�はWRN\RB��B��B12�B�と同じなので割愛　�　

関数PBURWDWLRQ�はWRN\RB��B��B12�B�と同じなので割愛�　

ILJ� �SOW�ILJXUH�ILJVL]H� ��������

D[� �ILJ�DGGBVXESORW������SURMHFWLRQ 
�G
�

WLWOH�� ��7RN\R�8QLYHUVLW\������0DWK�第６問����12��

GHVFDUWHVB�G�D[��>�����@��>�����@��>�����@��WLWOH��

����

DSH[�� �QS�DUUD\�>>����������@�

������������������>����������@�

VLQD 
�

(�
となる�D�は、�VLQ[ �の逆関数となって、

�D ��VLQ
�

(�
�または�D DUFVLQ

�

(�
�である。

これは高校では習わない。

������������������>��������@�

������������������>���������@�

������������������>���������@�

������������������>���������@�

������������������>�������@�

������������������>��������@@�

PBFXEH�D[�DSH[��IDFHFRORUV �F\DQ��DOSKD ����

。

DOSKD� �QS�DUFVLQ���QS�VTUW����

U �QS�VTUW���

]�軸との偏角を�
S

�
�D�にすると、球の上側、立方体の頂点までを表示できる。

PBVSKHUH�D[�U�VWDUWB]BDUJ ��HQGB]BDUJ QS�SL���DOSKD�

[�\�] PBFLUFOH�D[�U�VWDUWB]BDUJ �DOSKD�HQGB]BDUJ DOSKD�

[�\�] PBURWDWLRQ�[�\�]�URWBYHFWRU >QS�SL������@�

D[�SORW�[��\��]��FRORU �U��OZ ��

IRU�L�LQ�UDQJH����

����[�\�] PBURWDWLRQ�[�\�]�URWBYHFWRU >����QS�SL��@�

����D[�SORW�[��\��]��FRORU �U��OZ ��

球面上にあって、�[\�平面とのなす角����で、立方体の上面の頂点から頂点まで

の円弧を表示する。さらにその円弧を�]�軸の回りに���だけ回転させるのを３回

繰り返す。すると最終的には４つの円弧が表示される。

SOW�VKRZ��



［出力］

　ようやく完成した図形である。円弧の下側の球面を削りたかったが、さすがに大変そうなので、こ

の図形で満足してしまった。これは、予想した見取り図とほぼ同じであった。

見取り図

　以上で第６問の解説は終わる。

※今年の東大の問題は昨年よりも難しかっただろう。入試問題の難易度は振り子のように、難易を繰

り返すなら、来年は多少緩和されるかもしれない。それにしても、６題とも時間内に解けた受験生は

いたのだろうか。いたのならば、まさに”([FHOOHQW”の一言に尽きる。


